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О ПОЛНОТЕ НЕКОТОРОЙ ЧАСТИ СОБСТВЕННЫХ II ПРИСОЕДИНЕННЫХ 
ВЕКТОРОВ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ ПУЧКОВ 

Г. А. И с а е в 

1. Рассмотрим в гильбертовом пространстве &6 полиномиальный операторный пучок 
Ь(Х) = №Ап + Xn-iAn^ + . . . + ^ 4 + ^ . 

Пусть \&€ ->• &€\ — алгебра линейных ограниченных операторов, действующих 
в &€, Ср — идеал этой алгебры, состоящий из всех линейных операторов Т таких, что 
Sp(r*r) P / / 2 < оо, р >> 0. Максимальный идеал этой алгебры,, состоящий из всех вполне 
непрерывных операторов, обозначим через С^ (см. [1]). 

Целью настоящей работы является нахождение достаточных условий для полноты 
некоторой части и суммируемости рядов Фурье по той же части собственных и присоеди­
ненных векторов (сокращенно с. п. в.) пучка Ь(Х) в гильбертовом пространстве &6. Общей 
основой работы является факторизация пучка Ь(Х) на два множителя, а последняя в свою 
очередь связана сама по себе интересной задачей о разрешимости соответствующего опе­
раторного уравнения 

(1) AnZn + Ап^гп-1 + . . .. + 44Z + Л о = 0' 

в пространстве \&€ -> &С\. 
Указанным вопросам посвящены многочисленные работы различных авторов 

[1] - [6]. 
2. Сформулируем основную теорему о полноте. 
Т е о р е м а 1. Пусть существует целое положительное число т (2 <^ т <С п) такое, 

что операторы Tj ~ A^Aj (j = 0, 2, 3, . . ., п) удовлетворяют соотношениям 
а) II Т, |Ы| Т0 \\i~i < || Тт | |. | | Т0 ||m-i < б, 

где Ь ;> 0 — наперед заданное число (зависящее от порядка пучка), 

б) Т0 6 Ср, р > 0, 
в) Кег А* = {0}, 

г) I arg (Г0ф, ф)| < — , а > 2 и а > 2р. 

Тогда существует число г ^> 0 такое, что часть с. п. в., соответствующая собствен­
ным числам пучка L(k), no модулю не превосходящих числа г \\ Т0 ||, образует полную систе­
му в пространстве &€. 

Поясним роль условий а) — г). 
Неравенство а) обеспечивает существование корня Z операторного уравнения (1). 

Из условия б) вытекает принадлежность оператора Z классу Cv, а условие в) означает, 
что Кег Z* = {0}. Наконец, неравенство г) обеспечивает существование некоторого угла, 
внутри которого для достаточно больших по модулю X резольвента (Е — XZ)~X ограни­
чена. Оказывается возможным применять теорему Фрагмена — Линделёфа для внеш­
ности указанного угла. Известные рассуждения М. В. Келдыша (см. [1], [7]) завершают 
доказательство теоремы. 

З а м е ч а н и е 1. Для квадратичных пучков 6 = 1/4. Можно вычислить 6 и для 
пучков третьего порядка. Для квадратичных пучков этот результат был установлен 
в работе И. В. Горюка [4]. 

З а м е ч а н и е 2. Если А1 = Е, где Е — единичный оператор, то такие пучки 
совпадают с пучками, изученными в работах [2], [3] и [5]. Но в этих работах изучаются 
в основном операторные пучки с самосопряженными коэффициентами. Близкие к нашим 
результаты установлены А. С. Маркусом в работе [5]. 

Т е о р е м а 2. Пусть имеют место условия а) — г) теоремы 1. Тогда система 
с. п. в. пучка Ь(Х), соответствующая собственным числам из круга \ X \ <[ 8, где 8 — про­
извольное положительное число, полна в Ш', может быть, с конечным дефектом. 
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3. Пусть выполняются условия а), б) и г) теоремы 1. Тогда система спв пучка L(X), 
соответствующая собственным числам из круга | X | <; г || Т0 ||, образует полную систему 
в замыкании области значений оператора Z £ Ср. Составим формальный ряд Фурье 
по элементам этой системы для f £ lm Z 

оо 

(2) / ~ 2 с№-
fe=l 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что ряд (2) суммируем к вектору f no методу 
Абеля порядка Р (в смысле Лидского [8]), если существует последовательность натураль­
ного ряда {nk }x° такая, что для любого t ;> 0 сходится ряд 

оо nk+l 

з) «(о = 2 ( S с« (') ф«)» 
k=\ s=nfe+l 

причем lim u(t) = /. 
Следующая теорема обеспечивает суммируемость ряда (2) по методу Абеля с ука­

занием порядка и коэффициентов cs(t) ряда (3). 

Т е о р е м а 3. Пусть имеют место условия а), б) теоремы 1, кроме того, 

(2') I arg (ГоФ, Ф) | < ^ , а > max {2, 2р}. 

д) Характеристические числа оператора Z из круга \ X | ^ q находятся вне угла 
л | arg £ | ^ л 8. (Их конечное число.) Здесь q — некоторое достаточно большое ос 

(известное) число. 
Тогда для каждого вектора f £ Im Z ряд Фурье (2) суммируем к f методом Абеля 

ос порядка Р1? где р <J! Р4 < -^-, 2дг < Р4 ^ 2и + 1 (лг = 0, 1, 2, . . .) с коэффициентами 

ckj(t) = e4it(f,Z*xpmj_k_1), 
ос 

и порядка Р2, г>де Р -"С Р2 <С ~о~ » '^п— 1 <С Р ̂  2/г (тг — 1, 2, 3, . ..) с коэффициентами 

Cki(t) = e Я°2*(/, Z*i|5Wj._ft_1). 

Здесь г|?5 , W » ••• ' ^ m . - l — с * w* e- oneVamoVa Z*, отвечающие Х==Х0, где %Q — характе­
ристическое число оператора Z. 

Автор благодарен А. Г. Костюченко за внимание к работе. 
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