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К ТЕОРИИ САМОСОПРЯЖЕННЫХ ГОЛОМОРФНЫХ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ 

Г. А. И с а е в 

1. Пусть А (X) — голоморфная в области 3J оператор-функция со значениями в про
странстве [о?в] линейных ограниченных операторов, действующих в гильбертовом про
странстве &€. А(%) называется самосопряженным, если область 3) симметрична относитель
но действительной оси и [Л (А,)]* = А (X) для всех X £ %>. 

Цель настоящего сообщения — исследование одного класса самосопряженных голо
морфных оператор-функций, намеченное нами в заметке [1]. Этот класс представляет 
собой далеко идущее обобщение сильно демпфированного пучка, введенного (в случае 
dim &в<. оо) в работе американского механика Р. Даффина [2]. Детальное исследование 
сильно демпфированного пучка было проведено М. Г. Крейном и Г. К. Лангером [3], [4]. 

Нас интересуют вопросы, связанные с кратной полнотой и базисностью некоторых 
подсистем собственных элементов оператор-функции А (X). Часть результатов является 
новыми и в случае полиномиальных пучков, исследованиям которых посвящена недавняя 
работа А. С. Маркуса, В. И. Мацаева, Г. И. Руссу [5]. 

2. Резольвентным множеством оператор-функции А (X) называется множество 
Р1А(Х)] = {хез-. а л-щ) ет]}. 

Спектром оператор-функции А(Х) называется множество о[Л(А)] = ,^\р[Л(Я)] . Точка 
^о 6 3J называется собственным числом А (к), если ker А(Х0) ф {0}, при этом каждый 
вектор ф £ ker Л(Х0)\{0} называется собственным элементом оператор-функции А (К), 
отвечающим собственному числу Х0. 

Займемся вспомогательными построениями, часть из которых представляет, по-види
мому, и самостоятельный интерес. 

Числовым образом оператор-функции А{Х) назовем множество 

W[A(X)] = {XZ%: 3 ф £ du>, ||q>|| = l, (A (X) ср, q>) = 0}. 
Л е м м а 1. Пусть А (X) — голоморфная оператор-функция, обладающая свойством 

lim (AW (P) ф 8 , ф5) ф 0, 
S-*-oo 

где т — некоторое целое неотрицательное число, р — комплексное, вообще говоря, числа 
и {ф5} — произвольная последовательность векторов из единичной сферы пространства &6» 
Тогда 

о[А(Х)] cz ЩЩ]. 

О п р е д е л е н и е . Целую самосопряженную оператор-функцию А (К) назовем 
гиперболической, если все корни целой (скалярной) функции (А(Х)(р, ф) вещественны 
и различны для всех ф £ <2%\ ||ф|| = 1. 

В дальнейшем изучаются гиперболические оператор-функции А(Х), обладающие 
свойством А(0) = I. С помощью леммы 1 более общие классы можно привести к таким 
оператор-функциям. 

Корни функции (Л(Х)ф, ф) можно считать функционалами, определенными на еди
ничной сфере пространства &€. Области значений этих функционалов назовем, по анало
гии работы [5], спектральными зонами гиперболической оператор-функции А(Х). 

Л е м м а 2. Спектральные зоны гиперболической оператор-функции не пересекаются 
между собой. 

3. Пусть к + 2 число спектральных зон As (s = 0, 1, . . ., к + 1) расположены 
подряд; для определенности предположим, что эти зоны расстановлены в порядке возра
стания индекса s. Спектральные зоны Д4, А2, . . ., Ah назовем отделенными от других, 
если "До П Д~1 = А П Afe+i = 0-

Введем некоторые обозначения. Пусть [as, ps] = As и у = (aA + Pfe)/2. В случае 
отделенности зон А ь А2, . . ., Afe от остальных можно определить положительное число г,, 
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удовлетворяющее условиям Ро < 7 — г < а4 и Р& < у + г < ock+i, и последователь
ность {rs} 

/ | ocs — Y + r |, если a s < a i , 
rs — l 

L IPs — Y — г I, если P s > p f e . 
Т е о р е м а 1. Пусть порядок гиперболической оператор-функции А (к) меньше 

единицы и А(к) имеет отделенные от других к спектральных зон А±, А2, . . ., Afe. Если 

*— rs 
s 

то А (к) допускает к-полиномиалъную факторизацию относительно этих зон, т. е. имеет 
.место представление А (к) = A2(k)*Ai{k) со свойствами: 

h _ 
а) А2(к) — обратимая для всех к £ :[] А$ целая оператор-функция и 

s = l 
ft. 

б) Ai(k) — полиномиальный пучок порядка к, причем o[Ai(k)] a (J As. 
s = l 

4. Перейдем к вопросам полноты и базисности. Следует отметить, что теорема 3 
независимо от нас установлена и в работе М. Б. Оразова и Г. В. Радзиевского (личное 
сообщение). 

Т е о р е м а 2. Пусть спектральная зона А± гиперболической оператор-функции 
А(к) порядка меньше единицы отделена от других и выполняется соотношение (1). Если 
при некотором со £ Ai оператор А (со) является вполне непрерывным, то множество 
о[А(к)] П Ai состоит из собственных чисел конечной кратности и их предельной точки со, 
более того, соответствующие собственные элементы оператор-функции А (к) образуют 
базис Рисса в Ш. 

Т е о р е м а 3. Пусть подряд расположенные спектральные зоны А], А2, . . ., Ah 
гиперболического полиномиального пучка А (к) отделены от других. Если при некоторых 
(Os G As (s = 1, 2, . . ., к) операторы ^.(cos) являются вполне непрерывными операторами, 

h __ 
то множество о[А(к)] П [ [j As] состоит из собственных чисел конечной кратности пучка 

s = l 
A(k) и их предельных точек cos (s = 1, 2, . . ., к)', более того, соответствующие собственные 
элементы образуют k-кратно полную систему в &6, если только кег А((х)т) = {0} для 
некоторого т — 1, 2, . . ., к, 
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