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ЛИНЕЙНАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРНЫХ ПУЧКОВ 

Г. А. Исаев 

Найдены достаточные условия для линейной фактори­
зации полиномиальных операторных пучков любого порядка 
в банаховом пространстве. Эта факторизация порождается 
решением соответствующего операторного уравнения. Библ. 
4 назв. 

1. Введение. Пусть 3d — банахово пространство, 
[3d-+3d] — алгебра всех линейных ограниченных опера­
торов, действующих в 3d. Рассмотрим полиномиальный 
операторный пучок 

L {%) = ХпАп + Г М М +... + Ы1+А0, 

где Aj (/ = 0, 1, . . . , п) являются линейными замкнутыми 
операторами в 3d. 

Введем следующее 
О п р е д е л е н и е 1. Правой линейной факториза­

цией пучка L (к) будем называть представление вида 

L {Ц - (Г 'МП + Г ' 2 5 п _ 2 + . . . + КВ± + В0) (КЕ - Z), (1.1) 
где Z е [3d -> 3d], Вд (/ = 0 ,1 , . . ., п — 2) — некоторые 
линейные операторы, действующие в 3d и точка X = 0 не 
является собственным значением пучка 

Lx (X) = Хп~1Ап + Г-25п-2 + • . . + ^ i + В0. 
В данной работе найдены достаточные условия для то­

го, чтобы пучок L (X) допускал правую линейную факто­
ризацию. Эта факторизация пучка L (к) порождается 
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решением соответствующего операторного уравнения 
AnZn + Ап.^-1 + .. . + AXZ + А0 = 0 (1.2) 

а пространстве [33 ->- 33]. 
Аналогичные вопросы были изучены только для квад­

ратичных операторных пучков в работах [1] — [4]. С по­
мощью полученной факторизации можно исследовать раз­
личные вопросы, связанные с полнотой некоторой части и с 
суммированием рядов Фурье по той же части системы соб­
ственных и присоединенных векоторов пучка L (к). Этим 
вопросам будет посвящена другая работа автора. 

2. Формулировка результатов. Рассмотрим пучок L (Я) 
и операторное уравнение (1.2). Предполагаем, что вы­
полняются условия 

Т} = А~Ч- ЕЕ 133 ^> Щ (/ = 0, 2, 3 , . . . , п). 
ТЕОРЕМА 1. Пусть существует натуральное число 

т (2 ^ т ^ п) такое, что операторы Tj удовлетворяют 
соотношениям 

II ^ I • Г о if'""1 ̂  II ̂  I! • IIП1Г'1 < б, (2.1) 
где б наперед заданное положительное число. Тогда опе­
раторное уравнение (1.2) разрегаимо в пространстсе 
№-*33]. 

Заметим, что пучок L (Я) содержит в себе п — 1 трех­
членных пучков, линейные части которых состоят из од­
ного и того же пучка ХАг + А0, а именно: кпАп + 
+ %Аг + А , Яп-Мп_х + Ыг+ А0, ..., Х*А2 + ХАг+ А0. 
Когда число т принимает значения от двух до п, получа­
ются п — 1 условий типа (2.1). Это означает, что сущест­
вуют п — 1 достаточных условий для разрешимости опе­
раторного уравнения (1.2). Эти условия в свою очередь 
означают, что «основная роль» принадлежит одному из 
этих трехчленных пучков. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть операторы Tj удовлетворяют ус­
ловиям (2.1). Тогда пучок L (К) допускает правую линей­
ную факторизацию (1.1). 

3. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть 
для определенности т = п. Рассмотрим вспомогательное 
операторное уравнение, которое является возмущением 
простейшего уравнения 

Агг + А0 = 0 
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и при 8 = 1 превращается в уравнение (1.2), т. е. 
8 (AnZn + An^Z71-1 + . . . + А^) + AXZ + A0= 0. (3.1) 

Решение этого уравнения будем искать в виде 

2(е)=2Г=оХ*-е*> (3-2) 
где 8 — положительный параметр. 

Подставив выражение (3.2) в уравнение (3.1) и прирав­
нивая коэффициенты при одинаковых степенях 8, получим 
соотношения для определения операторов Xk 

ЛпХ, + ».+v=* 2l 

или 

*и-

на-.. 

АгХ0 + А0 = 0, 
• • Х;п + . . . + At Si1+i2=fe xhXu + 

+ А.Х^ = 0, 
(к = О^Щ 

Х0 = — ̂ о, 

..+in=kXb'"Xin~ ••• 

, . . — Тг 2ji,+i2=ft XW Xh 

-Л/г+1 — -* п 2л 

Поэтому имеем 

|x f c t l |< |rn |S f c |x f a | - - - |Xin l + --- + lr«lS*lx*.Mz«.b 
Учитывая условие (2.1) из предыдущего неравенства 

при m = п, получим 

lXft+xJ<ir»lEjXiJ...||XiJ + 
+ |rnNr.lS»l^l---l^il + ---

... + |rn|.|rerS*lXi,|-lxb|. 
С помощью индукции нетрудно убедиться в том, что 

имеет место следующая оценка для нормы операторов 

IX,||<a,||fnf .|rof-^+1, (3.3) 
где числа ak определяются с помощью рекуррентных 
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соотношений 
«o = l, (3.4) 

«A+i = S A *u • •. a»n + S * «i. • • • а%-1 + • • • + 2 * «*. • a«*. 
(A = OToS). 

V\°° ft 
Пусть ряд 2jfc=o a*£ сходитсч в некоторой малой 

окрестности нуля и 

Исходя из того, что числа ак удовлетворяют соотноше­
ниям (3.4), нетрудно вывести тот факт, что функция / (£) 
удовлетворяет уравнению 

£ \Г (0 + Г"1 (£) + . . . + /" (£)] - / ( £ ) + 1 = 0 . (3.5) 

Наоборот, если функция /(£) удовлетворяет уравне­
нию (3.5), то она является аналитической функцией в неко­
торой окрестности нуля. Действительно, из (1.5) найдем 

которая, очевидно, является аналитической в окрестно­
сти / = 1, кроме того, £ (1) = 0 и £' (1) = 1/(/г — 1). 
Поэтому существует обратная к £ (/) функция / (Q, опре­
деленная в некоторой окрестности нуля и аналитическая 
в этой окрестности. Радиус сходимости этого ряда обозна­
чим через б. Это есть то же самое число, существование 
которого отмечено в теореме. Так как / (Q является реше­
нием уравнения (3.5), то числа ак совпадают с коэффици­
ентами Тейлора этой функции в окрестности нуля. Тем 

_ _ о о 

самым доказана сходимость ряда 2 ^ 0
 а^ д л я I£ I ^ ^ 

Докажем, что ряд (3.2) сходится равномерно для е <11: 

I^(8)i<2ft°LoI^I-^<2ftl„«ftI^ir-l^ri)m-e* = 

Имея в виду условие (2.1), из предыдущего соотноше­
ния вытекает равномерная сходимость ряда (3.2) для е ^ 1, 
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Полагай теперь в соотношениях (3.1) и (3.2) е = 1, 
находим, что оператор 

является решением операторного уравнения (1.2) в про­
странстве [33 -»• 33] и притом 

И^К/^Л-цГоЩ-цГоЦ. (3.6) 
Теорема 1 доказана. 

4. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Сначала 
установим следующее простое предложение: 

ЛЕММА 1. Для того, чтобы имело место разложение 
(1.1), необходимо и достаточно, чтобы оператор Z был ре­
шением операторного уравнения (1.2). При этом операто-
ры Z и Bj (/ = 0, 1, ..., п — 2) связаны между собой сле­
дующими соотношениями: 

— BQZ = Л0, 
Bk-Bk+1Z = Ak+1 (fc = 0 , l , . . . , n - 3 ) , (4.1) 
Дг-2 — ^ n ^ ~ -4n-l. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Если имеет место разложе­
ние (1.1), то, сравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях X, убедимся, что выполняются соотношения (4.1). 
Но тогда 

А0 = — ^о^> 
^,+1Zfe+1 = 5,Z fe+1^^+1Z fe+2 (/с = 0, и - 3), 

• .̂n-iZ71- + ^ n Z n = 5n_2Zn~ . 

Просуммировав обе части этих равенств, получим, что 
оператор Z является решением уравнения (1.2). 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть существует корень Z 
операторного уравнения (1.2). Тогда, определяя опера­
торы Bj с помощью равенств 

Дг-2 — AnZ -\- Ап-1, 
Bk^Bk+1Z + Ak+1 (fe = #г — 3, 0), 

убедимся в выполнении первого равенства в соотношени­
ях (4.1). Теперь имеет место разложение (1.1), что прове­
ряется непосредственной подстановкой. Лемма доказана. 
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Из сопоставления теоремы 1 и леммы 1 получаем раз­
ложение (1.1), где операторы Z и Bj ( / = 0, 1, ..., п — 2) 
связаны соотношениями (4.1); при этом оператор 
Z G [HB-+3B] и имеет место неравенство (3.6). Остается до­
казать, что точка Я = 0 не является собственным значением 
пучка Li (Я), а это в свою очередь эквивалентно тому, что 
Кег Вд = {0}, где через Кег В0 обозначено ядро операто­
ра В0. Для доказательства последнего утверждения рас­
смотрим второе равенство из соотношений (4.1): 

В0 — B±Z = Al7 

или 
В0 = Аг{Е + ArWiZ). 

Оценим норму оператора АХ-ХВ^, используя последова­
тельно равенства (4.1): 

J A?B±Z || = || А? (А 2 + 52Z) Z || < 
< || А~М2г|| + || A',1 (As + B3Z) Z* || < (J A?A2Z|| + 
+ || AfAJP |! + ... +1 A-fA^ZT* || + || AfAnZT11| < 

<17T
2||.||Z|i + ||r3|MZ|p + ...+l|^l-l,^ir1. 

Учитывая неравенство (3.6), условия (2.1) и скалярное 
уравнение (3.5), можем написать 

I A-151z||<||r2||-Ro|-/(l?,„ll-inir) + 
+ \\TsHT0fP(iTn\\.iT0\r1) + ... 

... + \\тп\ПТо\Г1Г1(!ТпИГо\П< 
<\\ГпНТо\Г1-и(1ТпИт0\Г) + --- + ГЧ1тпН^Г1)}-

= [/(I^I-IFoir1)-i]-[/(;i?'nI-||7,oir1)]-1<i. 
Итак, Кег В0 = {0}. Теорема 2 доказана. 

5. Некоторые замечания и дополнения. 
а) Введем следующее 
О п р е д е л е н и е 2. Левой линейной факториза­

цией пучка L (Я) назовем представление вида 

L (Я) = (ХЕ - Z') (Xй-1Ап + Г-2Дг-2 + . . . + М± + В'0), 

где оба фактора удовлетворяют тем же условиям, что и в 
определении 1. 
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Допустим, что операторы Т) = А$А^ е~ [53 —> ЗВ] 
(/ = 0, 2, 3 , . . . , п). Рассмотрим операторное уравнение 

ZnAn + ZTUn^ +... + ZA1 + A0^0 

в пространстве [53 -> SB]. Задачи левой линейной фактори­
зации и решения этого операторного уравнения эквива­
лентны, при этом операторы Bj выбираются аналогичным 
образом. Имеет место 

ТЕОРЕМА 3. Пусть операторы Tj удовлетворяют ус-
ловиям (2.1). Тогда пучок L (К) допускает левую линейную 
факторизацию. 

Доказательство аналогично доказательствам теорем 
1 и 2. 

б) Рассмотрим квадратичный операторный пучок 
L{X) = №А + КБ + С (5.1) 

и соответствующее операторное уравнение 
АЪ% + BZ+ С = 0 (5.2) 

в пространстве [6д ->53]. По теореме 1 достаточным ус­
ловием для разрешимости этого операторного уравнения 
является выполнение неравенства 

\\в-ы\\.\\в-1с\<ь, 
но в этом случае б легко вычисляется, она равна V4. 
Этот результат впервые был установлен И. В. Горюком [4]. 
Однако мы передокажем эту теорему более простым ме­
тодом. 

ТЕОРЕМА: Пусть выполняется неравенство 

И-М||.|Я-1С*||<1/4. (5.3) 

Тогда пучок (5.1) допускает факторизацию 
L {К) = (КА - Z2) {КЕ - Zx), 

причем для К, принадлежащих спектру оператора Zlt 

Кег (Ы — Z2) = {0}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим шар 

\ L I I ^ г || в vi || ^л> 
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и отображение 
f (Z) = Z - В-1 (AZ2 + BZ + С) 

в пространстве [3d -> 33]. 
Докажем, что оператор <jf отображает этот шар в себя 

сжатым образом. Действительно, 

|| Г (2)1 = \\B-iAZ* + g - J C | | < | | g - M | . | Z f + 1 Д " ^ | < 
1_у1_4ЦВ-М||-||В-^Ц 

^ 21| 5-М || 
С другой стороны, 
| |Г (Х) -Г (Г) | |< |5 -М| . |Х 2 -У^| |< 

<||^-M||-||X-r|[(|X|i + | F | l ) < 
< (1 _ j / l _ 41 B-iA ||• || Д-iCI-)-\\X-Y ||. 

Следовательно, существует неподвижная точка оператора 
f в шаре (5.4), другими словами, существует корень Zx 
операторного уравнения (5.2) в этом шаре. Очевидно, что 
Zx есть предел последовательных приближений 

ZM = 3r(Zn) = -B-1A'Z2
n^B^C1 Z0 = 0. 

Имеет место разложение 
Х2А + ХВ + С = (ХА - Z2) (ХЕ — Zx), 

где 
Z2 + AZX=- В, ZzZx = С. 

Так как 
Z2 = — В (Е + B^AZT) 

и || B~XAZX || <; - у , то существует Z.2 * и 

Z2-M = — (Я + B-1AZ1) В-Ы. 
Отсюда 

| м?л ||< 1 - уГ=1|Щ1Щ 
если |Я| ̂  HZxII. Поэтому 

L (X) = Z2 (XZ^A - Е) (ХЕ - Z2), 
причем для А,, принадлежащих спектру оператора Z1? 
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оператор Z2 (KZ^A— E) имеет нулевое ядро. Теорема до­
казана. 
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