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ЧИСЛОВОЙ ОБРАЗ ОПЕРАТОРНЫХ ПУЧКОВ 
И КРАТНАЯ ПОЛНОТА ПО М. В. КЕЛДЫШУ 

Г. А. И с а е в 

§ 1. Числовой образ операторных пучков 

Рассмотрим оператор-функцию А (Х), определенную в некоторой об« 
ласти 25 комплексной плоскости со значениями в пространстве линейных 
ограниченных операторов [^], действующих в гильбертовом простран­
стве 3^, Пусть ^̂ 1 — единичная сфера пространства ^ . 

О п р е д е л е н и е . Числовым образом оператор-функции А (К): 
3) -^ 1^] назовем множество 

Ш [А (Х)] = {Х^Ю: Зф ^ ^1 , {А (Х) ф, ф) = 0}. 
Другими словами, числовой образ оператор-функции А (Х) — это 

множество корней сужения на единичную сферу ^̂ ^ квадратичной фор­
мы, ассоциированной с А (Х). 

Числовой образ оператор-функции вида XI — А, где А ^ [3^], сов­
падает с известным понятием числового образа оператора А (см. [7]). 

Очевидно, ^̂ ^ можно заменять на ^ \ {0}. 
Резольвентным множеством оператор-функции А (Х) называется мно­

жество ^ р1А (Х)] — {Я е Ж : ЭЛ-1 (Х) е Ш]}, при этом А^'^ {X) : 
р [̂ (А,)] -^ [^] называется резольвентой оператор-функции А (Х), 

Спектром оператор-функции А (Х) называется множество а [А (Я)] = 
= 3) \ р [А (Х)]. Точка Яо е Ж называется собственным числом А (Х), 
если кег А (Хо) ф {0}, при этом каждый вектор ф ^ кег А (Х^) \ {0} 
называется собственным элементом А (X), отвечающим собственному чис­
лу Х^.Собствеяиые числа всегда принадлежат спектру а [А (л)] и числовому 
образу РГ [А (Х)]. 

Здесь основное внимание будет уделено полиномиальным оператор­
ным пучкам вида А (X) =^ I -\- ХА^ + • • • + ЯМ„. Союзным (или двой­
ственным) с А (Х) пучком будем называть А^{Х) ^ К^А (ИХ) = Х^1 -{-
+ Х^-'^А-^ + • • • + ^ п - Нумеруя корни полинома {А^. (Х) ф, ф), ф е 6*1, 
получим последовательность функционалов р^ (ф), /?2(ф)? • • •» /̂ п(ф)? опре­
деленных на /5]. Обозначим области значений этих функционалов соответ­
ственно через А ,̂ А2, . . ., А^. Очевидно, 

Ш[А,{Х)]^ и Л,-. 
0=1 

Имеет место следующая простая и важная для дальнейшего 
Л е м м а 1. Замыкание числового образа Ш [А^ (Х)] содержит спектр 

пучка Ас (Х), и для X ^ Ш [Ас {X)] имеет место оценка 

\\АсЧЦ\< 1[Л{1,А^) 
.0=1 

-1 

где с1 {X, А^) — расстояние точки X от множества А^ 
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Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из следующих двух неравенств: 
п п 

\\Ас {Х)4 > \{А. (>.)Ф, Ф)|= П 1̂  - Л- (Ф)1 > П (̂  ( '̂ ДЛ. 
3=1 ; = 1 

1Ис {^)М > К с̂ {Х)ъ Ф)| > П ^ (5̂ ' А )̂. 
: / = 1 

здесь Х^\У[Л^ (Х)] и ф е ^ 1 . 
В случае пучка / — КА получается известное предложение теории 

операторов (см. [2], лемма 6.1). 
Доказанная лемма может помочь при изучении различных вопросов, 

связанных с оценкой резольвенты А~^ {X) полиномиального пучка А (Х), 
З а м е ч а н и е . Лемма 1 в своей первой части (а (И ^V) имеет да­

леко идущее обобщение для различных оператор-функций. 

§ 2. в-секториальные операторные пучки 

Сейчас мы выделим важный класс полиномиальных пучков А (Х) = 
^ I + ХА, + . , . + Я М , . 

О п р е д е л е н и е . Пучок А {X) назовем в-секториалъным, если чис­
ловой образ Ш [А (X)] расположен внутри непересекающихся углов ра­
створа не больше 9 < 2 я . 

Пусть ^оо — множество всех вполне непрерывных операторов из 
[3^], а ^р (О < р << ^ ) — идеалы Дж. Неймана и Р. Шаттена алгебры 
[^] (см., например, [2]). 

Пусть А^ е 'ёоо (/ = 1, 2, . . ., п). Тогда можно поставить вопрос о 
г/^-кратной полноте системы собственных и присоединенных элементов (сок­
ращенно с. п. э.) пучка А (Х). Относительно последнего понятия см. [2] и [3]. 

Сформулируем основную теорему этого параграфа. 
Т е о р е м а 1. Пусть А^ ^ ^р/^- (О << /? < оо; / = 1, 2, . . ., п) и 

кег Ап ~ {0}. Если А (Х) является п/р-секториалъным пучком, то систе 
ма с, п. д. пучка А (Х) п-кратно полна в пространстве Ж. 

Сначала сделаем некоторые замечания. 
1°. Из теоремы 1 при тг = 1 получается известная теорема В. Б . Лид-

ского. Эта теорема была доказана сначала в случаях А <^%^жА ^ %2 Р^з~ 
ными методами, а потом в общем случае ^ е ^р (1 ^ /? < оо) [4], [2]. 

2°. Из доказательства будет видно, что эту теорему можно значительно 
усилить, потребовав л;//?-секториальности пучка А {X) и Л^ е ^р. , 
О < Р̂  < ^ 7 / = 1 , 2 , . . . , п, где р = шах {]р^}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы ! . Как обычно, предположим 
противное. Тогда существует отличный от нуля вектор {/о, /х, . . ., /п-х} ^ 
е Ж@ ... © . ^ такой, что вектор-функция §{Х) = ^*~^(А,) ( ^ + Х/̂  + ••• 

п 
... + Х^-^1п^^) является целой, где А* {X) = [А{Х)] * (см. [3]). 

Так как А {X) — я//?-секториальный пучок, его числовой образ 
Ш [А (Х)] расположен внутри непересекающихся углов Е^ ^ {X : \ аг§ X — 
— 07 I ̂  я/2/)}. Пусть во — достаточно малое положительное число 
такое, что углы Р^ ^ {X : \ аг^ {X -{- г^ё' /) — б/ | ^ я/2/?} не пересе­
каются с соседними углами Р^ (^т^У) лри | Я | > 8о, кроме того, \^{А (Х)\ П 
{| X 1 ^ 8о} = ф. Для оценки II ^ (Я) II сформулируем следующую 
лемму. 
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Л е м м а 2. Для достаточно больших по модулю X таких, что 1А ^ 
^ И^[4с(А,)], имеет место оценка 

кМ<-^р(^,^[^с(?^)])р 
где М ^ соп8^ > 0. 

Нетрудное доказательство леммы 2 опускается. 
При X ф. и ^Р/ и I Л I >> 1/8 о по лемме 2 можно оценить Ц § (Я) ||. Легко 

видеть, что 
й (1/1,Т^ [ Л ('̂ )1) = щ^Л{%,\У [А, (Я)]), 

поэтому II ^ (А,) К М I Я |2"-1 Ы {I, Ц" [А^Щ]]-'^. С другой стороны, 

Итак, для II § (К) 1 получаем следующую окончательную оценку: 

| | ^ (Я) |Км(8„зт -^ ) " " |ЯГ1 

(правая часть имеет смысл, поскольку р ^ V2 ввиду я/р-секториальности 
пучка А (Я)). 

Теперь будем учитывать порядок и тип целой вектор-функции § (Я). 
М. Г. Гасымовым [1] замечен тот факт, что если А^ е ^рл (/ = 1 , 2 , . . . , п), 
то § (А.) имеет порядок, не больший р ^ тах {]Р]}, и минимальный тип 
при порядке р. Отсюда выводится, что в условиях теоремы 1 § (К) — по­
рядка, не большего р, и минимального типа при порядке р. Ссылаясь на 
теорему Фрагмена —Линделефа, заключаем, что § (Х) есть вектор-поли­
ном степени не выше 2^ — 1, т. е. § (Х) =^ §о + 'к§^ -\- , . , -{- Х^'^'^ёги-г 
Тогда 

А* {%) ^ (Я) =. д + ^ 1 + • . . + 5^"-7п-1. 
Приравнивая коэффициенты обеих сторон при одинаковых степенях 

Я и учитывая условие кег Ап = {0}, получим, что §^ = §1=^ , , , = 
^ §"271-1 = О» и, следовательно, /о == Л = • • • ^ /71-1 = О, значит, про­
тивное предположение ошибочно. Теорема 1 доказана. 

Заслуживают отдельного рассмотрения конкретные классы 6-сек-
ториальных пучков. Из-за нехватки места мы приведем в качестве след­
ствия теоремы 1 лишь следуюп1;ее 

П р е д л о ж е н и е . Пусть квадратичный пучок ^гС^) = I + ХВ -\-
+ Х^С, В = 5* , С ^ О, «равномерно эллиптичен», т. е. (Вер, ф)̂  ^ 
^ к^ (Сф, ф), О < X < 2, ф е 5̂*1. Тогда, если В е ^п/в и С е '̂ тх/ге, 
где Э = 2^агс 8Ш у , то система с. п. э. пучка А2{Х) двукратно полна в про­
странстве Ж. 

Заметим, что при более жестких условиях В'^ ^ х^С вместо условия 
равномерной эллиптичности и х <; 1 это предложение установлено 
М. Г. Крейном и Г. К. Лангером [5]. 

§ 3. 0-секториальные операторные пучки 
1. Во втором параграфе изучен класс пучков А (К) с коэффициентами 

А^ е ^РЛ (; = 1, 2, . . ., п) и числовым образом Ш [А (Х)], который со­
стоит из углов раствора, не большего п/р. Чем больше р, тем уже раствор 
.̂ тих углов. В этом параграфе мы займемся «сужением» Ц^ [А (Х)] за счет 



34 Г. А. Исаев 

«расширения» класса ^р|^, Нас будет интересовать следующий вопрос-
верен ли аналог теоремы 1, если числовой образ ]У [А {X)] лежит на лучах,, 
выходящих из начала координат, а операторы А^ (у = 1, 2, . . ., п) яв­
ляются вполне непрерывными? Образно выражаясь, является ли предел 
при р -^ оо теоремы 1 опять теоремой? 

Такие пучки А (Я) назовем 0-секториалъными. 
Т е о р е м а 2. Пусть А] е ^оо (; = 1, 2, . . ., п) 1̂  кег Л* = {0}. 

Тогда система с. п. э. 0-секториалъного пучка А (Х) является п-кратно 
полной в пространстве Ж. 

З а м е ч а н и е . Можно сказать, что 0-секториальные пучки являются 
аналогами в известном смысле вполне непрерывных самосопряженных 
операторов. 

2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Ввиду 0-секториальности 
пучка А (А,), его числовой образ УV \А (Я)] находится на лучах Лу ^ 
^{Я: аг§ Я = 6;}. Предположим противное. Пусть т^ — достаточно большое 
положительное число. Если \ "^1^ г^иХ ^ УЛу, то по лемме 2 можем на-

М писать | | ^ ( Я ) | К _ й ( ^ , ]У[А,{%)] 
о 1 

тхп й — , Л;-
3 V ^ 

= М|Х|'^-1Гтш [8ш(Э —6^)П-^, где [9 == агд X. Отсюда нетрудно видеть^ 
что имеет место неравенство 

П8Ш(0-%) | ' -1 

Очевидно, эта оценка справедлива для всех | А/ | ^ Гд. Остается применить 
к вектор-функции § {X) обобщенную лемму Стоуна (см. [6]), из которой вы­
текает, что § {К) является вектор-полиномом степени не выше п — 1. Опи­
раясь на условие кег ^п == {0}, завершим доказательство теоремы 2. 

Автор благодарен А. Г. Костюченко и М. Г. Гасымову за обсуждение 
полученных результатов. 

З а м е ч а н и е п р и к о р р е к т у р е . Приношу благодарность Дж. Э. Аллахвер-
диеву, обратившему мое внммание на его работу (ДАН СССР 186, № 4 (1969), 7 4 3 ^ 
746), где содержится результат о порядке целых функций, подобных § {%) из § 2, в̂  
обп],их ситуациях. 

Московский государственный Поступила в редакцию^ 
университет 12 июля 1973 г. 
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